Лекция по информатике 1.

Учитывая специфику международных олимпиад по информатике, от ее участников требуется знание различных алгоритмов. Этих алгоритмов достаточно много, поэтому сначала рассмотрим самые основные из них. Также рассмотрим задачи на эти темы и возможные методы их решения.

Полный перебор.

При решении задач этим методом используется принцип "делать просто, глупо". Основная цель при решении олимпиадных задач - написать программу, которая работает в течение отведенного времени, используя любой алгоритм. 

Полный перебор использует следующий метод нахождения ответа: перебрать все возможные варианты, и выбрать из них наилучший. Этот метод должен всегда рассматриваться первым. Если он работает при максимальных тестах в отведенное время, то программируйте именно его: его легко набрать и достаточно легко отладить. Это означает, что у вас будет больше времени на более сложные задачи, где полный перебор работает медленно. 

Иногда требуется несколько уточнить задачу, для того чтобы полный перебор работал в отведенное время.

Рассмотрим примеры задач, которые можно решить этим методом.

Задача 1: Party lamps [IOI 98]

Вам дано N ламп и четыре переключателя. Первый переключатель изменяет состояние у всех ламп (с «включено» на «выключено» – и наоборот), второй - четные лампы, третий - нечетные лампы, и последний – изменяет состояние у ламп с номерами 1, 4, 7, 10, ... 3k+1.

Дано количество ламп: N, количество сделанных переключений (до 10,000), и состояние некоторых ламп (например, lamp 7 is off), выведите все возможные состояния ламп. 

Самое просторе решение: для каждого переключения, мы должны рассмотреть 4 возможных исхода, всего 410000 (примерно 106020), что означает, что нельзя решить данную задачу полным перебором (этот особенный алгоритм будет очень долгим). 

Заметим, что очередность нажатий не имеет значения. Видим что количество переключений свелось к 100004 (примерно 1016 ), все еще много для полного перебора (но значительно меньше чем 106000 ). 

Нажатие одного и того же переключателя дважды равносильно ни одному нажатию, т.е. всего необходимо проверить нажатие каждого переключателя 0 или 1 раз. Это всего 24 = 16 вариантов, то есть решение укладывается во время, отведенное для проверки. 

Перечислим тесты к этой задаче, которые использовались на международной олимпиаде.
В первой строке указывается количество ламп – N, во второй – количество сделанных переключений. В третьей – номера ламп, которые после завершения переключений включены (список заканчивается числом -1). В четвертой – номера ламп, которые после завершения переключений выключены (список также заканчивается -1)

Требуется вывести все возможные заключительные состояния ламп в «алфавитном» порядке, или IMPOSSIBLE, если такого состояния не существует.
------- input 1 -------

10

0

-1

-1

------- output 1 ------

1111111111
------- input 2 -------

10

0

-1

1 -1

------- output 2 ------

IMPOSSIBLE

------- input 3 -------

20

3

-1

1 3 5 -1

------- output 3 ------

00000000000000000000

01010101010101010101
------- input 4 -------

50

100

1 -1

-1
------- output 4 ------
10010010010010010010010010010010010010010010010010

10101010101010101010101010101010101010101010101010

11000111000111000111000111000111000111000111000111

11111111111111111111111111111111111111111111111111
------- input 5 -------

75

250

-1

-1
------- output 5 ------

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

001110001110001110001110001110001110001110001110001110001110001110001110001

010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010

011011011011011011011011011011011011011011011011011011011011011011011011011

100100100100100100100100100100100100100100100100100100100100100100100100100

101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101

110001110001110001110001110001110001110001110001110001110001110001110001110

111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111
------- input 6 -------

100

8394

1 7 13 19 25 31 37 43 49 55 -1

64 -1
------- output 6 ------

1010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010

1100011100011100011100011100011100011100011100011100011100011100011100011100011100011100011100011100
------- input 7 -------

100

2000

31 86 23 -1

42 -1
------- output 7 ------

IMPOSSIBLE
------- input 8 -------

100

8950

-1

-1
------- output 8 ------

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

0011100011100011100011100011100011100011100011100011100011100011100011100011100011100011100011100011

0101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101

0110110110110110110110110110110110110110110110110110110110110110110110110110110110110110110110110110

1001001001001001001001001001001001001001001001001001001001001001001001001001001001001001001001001001

1010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010

1100011100011100011100011100011100011100011100011100011100011100011100011100011100011100011100011100

1111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111

----------------------

Задача 2. Квадрат
	Имя входного файла:
	input.txt

	Имя выходного файла:
	output.txt


Рассмотрим целочисленную решетку размера N × N. Пусть некоторые ее узлы покрашены в белый, а некоторые - в черный цвет. Требуется определить количество квадратов на заданной решетке, то есть квадратов, вершины которых совпадают с узлами заданной решетки и покрашены в одинаковый цвет. 

Например, на решетке размера 4 × 4, изображенной на рисунке 1, таких квадратов три, они показаны на рисунке 2. 
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Формат входных данных

Первая строка входного файла содержит число N - размер решетки (2 < N < 50). Следующие N строк содержат по N символов из множества {"0", "1"} и задают решетку. Если точка с координатами (i, j) покрашена в белый цвет, то j-ый символ i-ой строки равен "0", а если в черный, то "1". 

Формат выходных данных

Выведите в выходной файл количество квадратов на решетке из входного файла. 

Пример

	input.txt
	output.txt

	4

0100

0001

1000

0110
	3


Задача 3.  Сломанные бусы [IOI 93]

Имеются бусы, состоящие из N бусинок (3<=N<=350), некоторые из которых красного или желтого цвета, а остальные – прозрачные. Здесь приведено два примера при N=29: 

                1 2                               1 2

            r y y r                           y r r y
          r         y                       y         y
         r           r                     y           r

        r             r                   t             r

       y               r                 t               t
      y                y               r                 r

      y                 y               y                 y
      y                 y               r                 y
       r               r                 y               r

        y             r                   r             r

         y           r                     r           r

           r       r                         r       y
             r y r                             r r t
            Фигура A                         Фигура B
                        r красная бусинка

                        y желтая бусинка

                        t белая бусинка

На рисунках цифрами отмечены позиции первой и второй бусинок. 

Конфигурация бус задается последовательностью цветов бусинок ("y" - желтая, "r" - красная, "t" - прозрачная), начиная с бусинки 1. Например, бусы на фигуре А, задаются последовательностью: yryrrryyyrrrrryrryyryyyyrrrry . 

Порвем бусы и затем начнем снимать бусинки одного цвета с первого конца, пока не встретится бусинка другого цвета. То же самое проделаем со вторым концом (бусинки, снятые с разных концов могут быть разного цвета). 

Требуется определить точку такого разрыва данных бус, при котором суммарное количество бусинок, собранных с обоих концов, максимально 

Например

Например, для бус, изображенных на фигуре 1, точка разрыва может находиться между 24 и 25 бусинками или между 9 и 10 бусинками; при этом суммарное количество бусинок в обоих случаях равняется 8. 

При снятии бусинок с каждого из концов прозрачная бусинка может рассматриваться как бусинка желтого или красного цвета по ситуации, т.е. может сниматься как с желтыми, так и с красными бусинками. Строка, представляющая конфигурацию бус, будет включать только 3 символа: r, y и t. 

Напишите программу, определяющую максимальное число собранных бусинок. 

Входные данные

	1 строка: 
	N, количество бусинок

	2 строка: 
	Строка из N символов, каждый из которых r, y, или t


Пример входных данных (файл input.txt) 

29

tttyyrtryryrryryrtrttrytrtrry
Выходные данные

1 строка, содержащая максимальное количество собранных бусинок. 

Пример выходных данных (файл output.txt)

11

Обход в глубину.

Рассмотрим стандартную задачу про n ферзей 

Расположить n ферзей на шахматной доске nxn, так чтобы они не атаковали друг друга.

Поиск в глубину 
Наиболее очевидное решение состоит в том, чтобы ставить ферзей рекурсивно на доску, пробуя все возможные способы размещения ферзя. Легко использовать тот факт, что каждый ферзь должен стоять на отдельной вертикали: на каждом шаге рекурсии, мы ищем только номер вертикали, куда можно поставить ферзя. 

 1 search(col)
 2     если заполнены все вертикали 
 3         print solution and exit 

 4   для каждой позиции на диагонали col
 5       если позиция board(row, col) не атакована 
 6            поставить ферзя на (row, col)
 7            search(col+1)
 8            убрать ферзя с (row, col)

Вызов search (0) начинает процедуру поиска. Он работает быстро, т.к. на очередном шаге расстановки ферзя, число неатакованных полей резко уменьшается. 
Это - пример поиска в глубину. Алгоритм проходит все дерево решений сверху вниз до основания настолько быстро, насколько это возможно: поставив один раз k ферзей на доску, следующие ферзи будут располагаться, начиная с этой расстановки.

Поиск в глубину проверяет каждый узел в дереве поиска на выполнение некоторого свойства. Дерево поиска напоминает этот рисунок: 
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Алгоритм проходит дерево, идя вниз настолько, насколько это возможно, а затем возвращается назад (отходя на предыдущую вершину), делая своего рода схему дерева, поскольку некоторые узлы посещены. Дерево поиска может быть проиллюстрировано следующим образом: 
[image: image3.png]



Задача 4: Ферзи (стандартная)

Требуется расставить N (6<=N<=13) ферзей на доске NxN таким образом, чтобы они не били друг друга. В выходной файл (output.txt) требуется вывести количество возможных расстановок.

В первой строке входного файла (input.txt) записано число N.
Тесты:

	input.txt
	output.txt

	6
	4

	7
	40

	8
	92

	9
	352

	10
	724

	11
	2680

	12
	14200

	13
	73712


Задача 5: Суперпростое число
Рассмотрим простое число 7331.

Число 733, которое получено вычеркиванием последней цифры из этого числа также является простым.

Далее, число 73, которое получено вычеркиванием двух последних цифр из числа также является простым.

А также число 7, полученное вычеркиванием последних трех цифр, является простым.

Поэтому число 7331 назовем суперпростым.

Далее, обобщим это определение. Простое число X назовем суперпростым, если число, полученное вычеркиванием k цифр из X, также является простым (0<k<N, N – число цифр в X).
Требуется по заданному числу N распечатать все суперпростые числа, которые имеют длину в N цифр. 1<=N<=8

Например:

input.txt
4

output.txt
2333

2339

2393

2399

2939

3119

3137

3733

3739

3793

3797

5939

7193

7331

7333

7393
Сортировка.

Здесь я просто приведу алгоритм быстрой сортировки, реализованной на Паскале. Эта сортировка имеет сложность O(NlogN).

const nmax=10000;

var

 infile,outF:Text;

 n:integer;

 a:array[1..nmax]of integer;

procedure qs(l,r:integer);

var i,j:integer;

    x,t:integer;

begin

 i:=l;

 j:=r;

 x:=a[(l+r)div 2];

 repeat

  while a[i]<x do inc(i);

  while x<a[j] do dec(j);

  if i<=j then

   begin

    t:=a[i]; a[i]:=a[j]; a[j]:=t;

    inc(i); dec(j);   end;

 until i>j;

 if l<j then qs(l,j);

 if l<r then qs(i,r);

end;

procedure Load_Process;

 var i:integer;

begin

 Assign(infile,'qsort.in');

 Assign(outF,'qsort.out');

 Reset(infile);

  readln(infile,n);

  for i:=1 to n do readln(infile,a[i]);

 close(infile);

 qs(1,n);

 Rewrite(outF);

  for i:=1 to n do writeln(outF,a[i]);

 close(outF);

end;

begin

 Load_Process;

end.

Задача 6: Сортировка векторов.

Вектор – это упорядоченный набор из N ( 0<N<256) чисел. Набор векторов называется упорядоченным по возрастанию, если их первые координаты отсортированы по возрастанию. При равенстве первых координат – сортировка идет по вторым и т. д. Требуется упорядочить набор из K векторов ( 0<K<5000).

Входной файл: (input.txt)

Первая строка содержит 2 числа – K и N.

Далее идет K строк, по N целых чисел в каждой – описание векторов.

Выходной файл: (output.txt)

Требуется вывести упорядоченный по возрастанию набор исходных K векторов.

Пример

	input.txt
	output.txt

	5 5

1 2 3 4 5

2 -1 3 0 0

1 0 2 1 8

-1 2 3 7 1

1 2 3 5 6
	-1 2 3 7 1

1 0 2 1 8

1 2 3 4 5

1 2 3 5 6

2 -1 3 00


Лекция по информатике 2.

Эта лекция является продолжением первой лекции. В ней будут рассмотрены новые темы, а также приведены задачи на них.

Теория графов.

Определим граф как конечное множество вершин V и набор E неупорядоченных и упорядоченных пар вершин и обозначим G=(V,E). Мощности множеств V и E будем обозначать буквами N и M. Неупорядоченная пара вершин называется ребром, а упорядоченная пара - дугой. Граф, содержащий только ребра, называется неориентированным; граф, содержащий только дуги, - ориентированным, или орграфом. Вершины, соединенные ребром, называются смежными. Ребра, имеющие общую вершину, также называются смежными. Ребро и любая из его двух вершин называются инцидентными. Говорят, что ребро (u, v) соединяет вершины u и v. Каждый граф можно представить на плоскости множеством точек, соответствующих вершинам, которые соединены линиями, соответствующими ребрам. Граф называется связным, ели из любой вершины u можно попасть в любую другую вершину v.

Способы  описания. Выбор соответствующей структуры данных для представления графа имеет принципиальное значение при разработке эффективных алгоритмов. При решении задач используются следующие четыре основных способа описания графа: матрица инциденций;  матрица смежности;  списки связи и перечни ребер. Мы будем использовать только два: матрицу смежности и перечень ребер.


Матрица смежности  - это двумерный массив размерности N*N.

A[i,j]=
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Для хранения перечня ребер необходим двумерный массив R 

размерности M*2. Строка массива описывает ребро.

 Поиск в графе


Множество алгоритмов на графах требует просмотра вершин графа. Рассмотрим их.

 Поиск в глубину

Идея метода. Поиск начинается с некоторой фиксированной вершины v. Рассматривается  вершина u, смежная с v. Она выбирается. Процесс повторяется с вершиной u. Если на очередном шаге мы работаем с вершиной q и нет вершин, смежных с q и не рассмотренных ранее (новых), то возвращаемся из вершины q к вершине, которая была до нее. В том случае, когда это вершина v, процесс просмотра закончен. Очевидно, что для фиксации признака, просмотрена вершина графа или нет, требуется структура данных типа:


Nnew : array[1..N] of boolean.  
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Пример. 
Пусть граф описан матрицей смежности A. Поиск начинается с первой вершины. На левом рисунке приведен исходный граф, а на правом рисунке у вершин в скобках указана та очередность, в которой вершины графа просматривались в процессе поиска в глубину. 


Логика.
procedure Pg(v:integer);{Массивы Nnew и A глобальные}



 var j:integer;

 begin


Nnew[v]:=false; write(v:3);


for j:=1 to N do if (A[v,j]<>0) and Nnew[j] then Pg(j);

 end;


Фрагмент основной логики.

...

FillChar(Nnew,SizeOf(Nnew),true);

for i:=1 to N do if Nnew[i] then Pg(i);

...


В силу важности данного алгоритма рассмотрим его нерекурсивную реализацию. Глобальные структуры данных прежние: A - матрица смежностей; Nnew - массив признаков. Номера просмотренных вершин графа запоминаются в стеке St, указатель стека - переменная yk.

procedure PG1(v:integer);

 var 
St:array[1..N] of integer;yk:integer;t,j:integer;pp:boolean;

begin

 FillChar(St,SizeOf(St),0); yk:=0;

Inc(yk);St[yk]:=v;Nnew[v]:=false;

while yk<>0 do begin {пока стек не пуст}


t:=St[yk];
{выбор “самой верхней“ вершины из стека}


j:=0;pp:=false;


repeat



if (A[t,j+1] <>0) and Nnew[j+1] then pp:=true



 else Inc(j);


until pp or (j>=N); {найдена новая вершина или все вершины, 



связанные с данной вершиной, просмотрены} 


if pp then begin 




Inc(yk);St[yk]:=j+1;Nnew[j+1]:=false;{добавляем в стек}



end


 else Dec(yk); {“убираем” вершину из стека}

 end;

end;




Поиск в ширину

Идея метода. Суть (в сжатой формулировке) заключается в том, чтобы рассмотреть все вершины, связанные с текущей. Принцип выбора следующей вершины - выбирается та, которая была раньше рассмотрена. Для реализации данного принципа необходима структура данных “очередь”. 
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Пример. Исходный граф на левом рисунке. На правом рисунке рядом с вершинами в скобках указана очередность просмотра вершин графа.


Приведем процедуру реализации данного метода обхода вершин графа.


Логика просмотра вершин.

procedure PW(v:integer);

  var 
Og:array[1..N] of 0..N;
{очередь}


yk1,yk2:integer;
{указатели очереди, yk1 - запись; yk2 - чтение}


j:integer;


   begin


FillChar(Og,SizeOf(Og),0);yk1:=0;yk2:=0;{начальная инициализация}


Inc(yk1);Og[yk1]:=v;Nnew[v]:=false;{в очередь - вершину v}


while yk2<yk1 do begin
{пока очередь не пуста}


 Inc(yk2);v:=Og[yk2];write(v:3);{“берем” элемент из очереди}


 for j:=1 to N do {просмотр всех вершин, связанных с вершиной v}


   if (A[v,j]<>0) and Nnew[j] then begin{если вершина ранее не просмотрена}



 Inc(yk1);Og[yk1]:=j;Nnew[j]:=false;{заносим ее в очередь}



end;


end;

   end;


Заполнение.

Задача: Связанные Поля
Поля фермера Джона разбиты на более мелкие поля, с дорожками между некоторыми из них. К сожалению, некоторые поля не достижимы из других полей через дорожки. 
Определите суперобласть - множество областей, которые являются достижимыми друг из друга. Вычислите число суперобластей. 
Абстракция
Дано: неориентированный граф
Компонентом графа называется подграф, который является связным. 
Требуется вычислить количество компонент графа. 
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Данный граф содержит 3 компоненты: {1,4,8}, {2,5,6,7,9}, и {3}.
Алгоритм: Заполнение
Заполнение может быть выполнено следующими способами: поиск в глубину, ширину Основная идея состоит в том, чтобы найти некоторую вершину, которая еще не внесена ни в одну компоненту и вычислить компоненту, к которой она принадлежит. Вопрос - как вычислить компоненту. 
Поиск в глубину: на каждом шаге просматриваются все соседи текущей вершины, и, для тех, которые еще не были внесены не в одну компоненту, данная процедура повторяется снова. 
Поиск в ширину: в отличие от поиска в глубину, вместо рекурсии, соседи вершины добавляются в очередь. 
У поиска в глубину самая простая формулировка, чтобы ее запрограммировать и отладить, но ей может требоваться стека столь же большого, как и первоначальный граф. Этот метод не подходит когда число узлов очень большое. 
Очередь более эффективна, чем стек во время выполнения, что делает поиск в ширину более привлекательным для больших графов.

Поиск в глубину и в ширину работают за время O(N + М), где N - число вершин и М. - число ребер. 
Динамическое программирование.

Эта тема будет самой объемной, поскольку около половины задач решаются с помощью динамического программирования.

Допустим, мы хотим научиться решать задачу, сводя ее к решению подзадач. При таком подходе любая задача может быть формализована в виде некоторой функции, аргументами которой могут являться такие величины, как: 

· количество параметров; 

· значения параметров. 

В качестве параметров будем рассматривать целые неотрицательные числа. 

Как правило, одним из аргументов задачи является количество параметров задачи. В том случае, когда по значению этого параметра можно определить конкретные значения других параметров, мы эти параметры будем опускать. Это обычно делается в случае, когда параметры заданы таблицей. Например, если нам необходимо найти сумму первых K элементов таблицы, то для решения задачи достаточно знать один параметр K, а все остальные параметры можно выбрать из таблицы. 

После того, как задача формализована (представлена) в виде функции с некоторыми аргументами, определим понятие подзадачи. Под подзадачей мы будем понимать ту же задачу, но с меньшим числом параметров или задачу с тем же числом параметров, но при этом хотя бы один из параметров имеет меньшее значение. 

	Пример #1. 

	
	Найти самую тяжелую монету из 10 монет. Для формализации задачи определим функцию "Самая тяжелая монета", аргументами которой являются количество монет (10) и масса каждой из монет. Пока нас не интересует конкретный вид этой функции, для нас важнейшим фактором является факт, что она дает правильное решение. Для данной задачи можно рассмотреть 9 подзадач, которые имеют меньшее значение аргументов: 

	
	· "Самая тяжелая монета" из 1 монеты, 

· "Самая тяжелая монета" из 2 первых монет, 

· "Самая тяжелая монета" из 3 первых монет, 

· ... 

· "Самая тяжелая монета" из 9 первых монет. 


Особо хочется отметить, что под подзадачей не следует понимать некоторые этапы решения задачи, такие, как организация ввода и вывода данных, их упорядочивание, и т.д. 

Сведение задачи к подзадачам 

Одним из основных способов решения задач является их сведение к решению такого набора подзадач, чтобы, исходя из решений подзадач, было возможно получить решение исходной задачи. 

При этом для решения исходной задачи может потребоваться решение одной или нескольких подзадач. 

	Пример #2. 

	
	Найти наибольший общий делитель (НОД) двух натуральных чисел N и M. 

	
	Если числа равны, то их НОД равен одному из чисел, т. е. НОД(N, M) = N. 

Рассмотрим случай, когда числа не равны. Известно, что 

НОД(N, M) = НОД(N, M + N) = НОД(N + M, M).
Кроме того, при N>MНОД(N,M)=НОД(N-M,M), а при M>NНОД(N,M)=НОД(N,M-N). 

Последние соотношения и обеспечивают основной принцип сведения решения задачи к подзадачам: значение одного из параметров стало меньше, хотя их количество и осталось прежним. 

Таким образом, решение задачи нахождения НОД(N, M) при различных значениях N и M сводится к двум подзадачам: 

· НОД(N - M, M), если N > M; 

· НОД(N, M - N), если M > N. 


	Пример #3. 

	
	Рассмотрим задачу нахождения суммы N элементов таблицы A. 

	
	Пусть функция S(N) соответствует решению нашей исходной задачи. Эта функция имеет один аргумент N - количество суммируемых элементов таблицы A. Понятно, что для поиска суммы N элементов достаточно знать сумму первых N - 1 элементов и значение N-го элемента. Поэтому решение исходной задачи можно записать в виде соотношения 

S(N) = S(N - 1) + aN.
Следует отметить, что это соотношение справедливо для любого количества элементов N1. 

Это соотношение можно переписать в виде 

S(i) = S(i - 1) + ai при i1,
S(0) = 0.
Последовательное применение первого соотношения при i = 1, 2, ..., N и используется при вычислении суммы N элементов, при этом вычисление функции производится от меньших значений аргументов к большим. 

S[0]: = 0;

for i:= 1 to N do               {1. 1}

 S[i]: = S[i - 1] + a[i];

В S[i] хранится значение функции S(i). 

Индекс у S может быть опущен, но смысл соотношения при этом остается прежним. Это связано с тем, что для вычисления следующего элемента таблицы S необходимо знать только предыдущий. 


Понятие рекуррентного соотношения 

Найденный способ сведения решения исходной задачи к решению некоторых подзадач может быть записан в виде соотношений, в которых значение функции, соответствующей исходной задаче, выражается через значения функций, соответствующих подзадачам. При этом важнейшим условием сведения является тот факт, что значения аргументов у любой из функций в правой части соотношения меньше значения аргументов функции в левой части соотношения. Если аргументов несколько, то достаточно уменьшения одного из них. 

Особенно хочется обратить внимание на то, что соотношения должны быть определены для всех допустимых значений аргументов. 

	Пример #4. 

	
	Вычислить сумму S=1+1/x+1/x2+...+1/xN при x, не равном 0. 

	
	Как и в предыдущем примере можно записать следующее соотношение: 

S(i) = S(i - 1) + a(i), i1, где
a(i) = 1/xi, а
S(0) = 1.
Конечно, можно и эти соотношения использовать для написания программы. При этом у нас возникла новая задача - найти способ вычисления a(i). Для этого можно воспользоваться тем же приемом - попытаться вычислить a(i) через значение a(i - 1). Соотношение между значениями a(i) и a(i - 1) имеет следующий вид: 

a(i) = a(i - 1)/x, i1 

a(0) = 1 

Поэтому поставленную задачу можно решить следующим образом. 

S[0] := 1;

a[0] := 1;

for i := 1 to N do        {1. 2}

begin

 a[i] := a[i - 1]/x;

 S[i] := S[i - 1] + a[i]

end;

Отметим, что и в этом случае индексы при S и a можно опустить в связи с тем, что для вычисления текущего элемента каждой из таблиц достаточно знать только значение предыдущего элемента. 


Соотношения, связывающие одни и те же функции, но с различными аргументами, называются рекуррентными соотношениями или рекуррентными уравнениями. 
Правильные рекуррентные соотношения 

Правильными рекуррентными соотношениями ( уравнениями ) называются такие рекуррентные соотношения, у которых количество или значения аргументов у функций в правой части соотношения меньше количества или, соответственно, значений аргументов функции в левой части соотношения. Если аргументов несколько, то достаточно уменьшения одного из аргументов. 
Особенно хочется обратить внимание на то, что соотношения должны быть определены для всех допустимых значений аргументов. Поэтому должны быть определены значения функций при начальных значениях параметров. 

В приведенных примерах соотношения связывали функции только с двумя различными параметрами: S(i) и S(i - 1), а также a(i) и a(i - 1) для любого натурального i. При этом были определены начальные значения S(0) и a(0). 

Отметим, что без этих начальных значений рекуррентное соотношение 

	
	S(i) = S(i - 1) + ai, i1,
	


было бы неправильным, так как оно не определено при i = 1. 

Важнейшим моментом при решении задачи является способ сведения задачи к подзадачам. Но не менее важным вопросом является и способ построения решения исходной задачи из решений подзадач. Одним из наиболее эффективных таких способов является использование таблиц для запоминания результатов решения подзадач. Такой метод решения задач называется методом динамического программирования. 

Задача может быть формализована в виде функции, которая зависит от одного или нескольких аргументов. Если взять таблицу, у которой количество элементов равно количеству всех возможных различных наборов аргументов функции, то каждому набору аргументов может быть поставлен в соответствие элемент таблицы. Вычислив элементы таблицы (то есть, решив подзадачи), можно найти и решение исходной задачи. 

Одним из способов организации таблиц является такой подход, когда размерность таблицы определяется количеством аргументов у функции, соответствующей подзадаче. 

	Пример #1. 

	
	Определить, сколькими различными способами можно подняться на 10-ю ступеньку лестницы, если за один шаг можно подниматься на следующую ступеньку или через одну. 

	
	Пусть K(10) -количество способов подъема на 10 ступеньку. Определим подзадачу K(i) нашей задачи, как количество способов подъема на i-ю ступеньку. 

Исходя из условия задачи, на 10 ступеньку можно подняться непосредственно с 8-й и 9-й ступенек. Поэтому, если мы знаем количество способов подъема K(8) и K(9) на 8 и 9 ступеньки соответственно, то количество способов подъема на 10 ступеньку может быть определено как K(10) = K(8) + K(9). 

Такое соотношение получается потому, что любой способ подъема на 8-ю ступеньку превращается в способ подъема на 10-ю ступеньку добавлением перешагивания через 9-ю. А любой способ подъема на 9-ю ступеньку превращается в способ подъема на 10-ю добавлением одного шага. Все эти способы различны. Аналогичное соотношение справедливо для любой ступеньки i, начиная с третьей, т.е. 

K(i) = K(i - 2) + K(i - 1).
Осталось определить значения K(1) и K(2), которые равны: K(1) = 1, K(2) = 2. 

Следовательно, для решения задачи достаточно одномерной таблицы с 10 - ю элементами, для которой необходимо последовательно вычислить значения элементов таблицы согласно приведенным выше рекуррентным соотношениям. Сделаем это посредством последовательных вычислений. 

K[1] := 1;

K[2] := 2;

For  i := 3 to 10   do

 K[i] := K[i - 1] + K[i - 2]

Таким образом, размерность таблицы, достаточная для реализации рекуррентных соотношений, определяется количеством аргументов у функций, соответствующих подзадачам. Количество же элементов по каждой размерности (количество элементов в строках, столбцах) определяется количеством возможных значений соответствующего аргумента. 


	Задача #1. Фишка на поле

	Имя входного файла

input.txt
Имя выходного файла

output.txt
Максимальное время работы на одном тесте

2 секунды


	Рассмотрим прямолинейное поле длины N, в первой клетке которого стоит игровая фишка. За один ход мы можем переместить ее на не более чем K клеток вперед. Требуется подсчитать количество различных способов прохода фишкой поля от позиции 1 до позиции N. 

Формат входных данных
Входной файл содержит два числа целых -- N (2<=N<=30) и K (0<=K<=30). 

Формат выходных данных
Выходной файл должен содержать искомое количество путей. 

Пример входного файла
Пример выходного файла
4 2

3




	Задача #2. Двойные единицы

	Имя входного файла

input.txt
Имя выходного файла

output.txt
Максимальное время работы на одном тесте

2 секунды


	Среди всех N-битных двоичных чисел найти количество таких, у которых в двоичной записи нет подряд идущих k единиц. 

Формат входных данных
Входной файл содержит два числа целых -- N (2<=N<=30) и K (0<=K<=30). 

Формат выходных данных
Выходной файл должен содержать одно число -- ответ на задачу. 

Пример входного файла
Пример выходного файла
4 2

8




	Задача #3. Файловая система

	Имя входного файла

input.txt
Имя выходного файла

output.txt
Максимальное время работы на одном тесте

2 секунды


	В файловой системе настенного персонального компьютера ВС-1 (Висячая Система) файлы организованы в каталоги. В компьютере нет понятия устройства, и поэтому полное имя файла является строкой, состоящей из имен каталогов и имени файла, разделенных символом "\", причем "\" не может быть ни первым, ни последним символом, а также встречаться два раза подряд. Имя файла (каталога) может быть произвольной длины, но длина полного имени файла не может быть длиннее N символов. В качестве символов, допустимых к употреблению в именах файлов (каталогов), могут использоваться символы из алфавита, состоящего из K букв (символ "\" не входит в их число). 

Для данных N и K определить максимальное число файлов, которое можно записать на данный компьютер. 

Формат входных данных
Входной файл содержит два целых числа -- N (1<=N<=10) и K (1<=K<=5) 

Формат выходных данных
Выходной файл должен содержать одно число -- ответ на задачу. 

Пример входного файла
Пример выходного файла
3 2

18




	Пример #5. 

	
	В заданной числовой последовательности A[1.. N] определить максимальную длину последовательности подряд идущих одинаковых элементов. 

	
	Пусть L(i) обозначает максимальную длину последовательности, последним элементом которой является элемент с номером i. Тогда значение L(i+1) может быть либо на 1 больше L(i), если элементы А(i+1) и А(i) равны, либо L(i+1) будет равно 1, так как перед элементом с номером i+1 стоит отличный от него элемент. Максимальное значение L(i) при i=1,...,N и соответствует решению задачи. 

L[1]:=1;

For i:=2 to N do

      if A[i-1]=A[i]  then

       L[i]:=L[i-1]+1

     else

       L[i]:=1;

   IndL:=1;

For i:=2 to N do

      if L[i]>L[IndL]  then

       IndL:=i;

                


	Задача #4. Максимальная сумма

	Имя входного файла

input.txt
Имя выходного файла

output.txt
Максимальное время работы на одном тесте

2 секунды


	В заданной числовой последовательности A[1..N] найти максимальную сумму подряд идущих элементов. 

Формат входных данных
Первая строка входного файла содержит число N (1<=N<=1000). Следующие строки содержат элементы последовательности, A[i] (-100<=A[i]<=100), разделнные пробелами и/или переводами строк. 

Формат выходных данных
Выходной файл должен содержать единственное число -- максимальную возможную сумму. 

Пример входного файла
Пример выходного файла
3

5 -3 6

8




	Пример #7. 

	
	Для заданной числовой последовательности A[1.. N] найти максимальную длину строго возрастающей подпоследовательности элементов (не обязательно идущих подряд, но обязательно в порядке увеличения индексов) последовательности A. 

	
	Пусть L(i) обозначает максимальную длину последовательности, последним элементом которой является элемент с номером i. Тогда значение L(i+1) может, в лучшем случае, быть на 1 больше одного из тех значений L(j), j=1,...i-1, для которых выполняется соотношение А(j)<А(i). Т.е. элемент с номером i может продлить подпоследовательность. Максимальное значение L(i) при i=1,...,N и соответствует решению задачи. 

For  i:=1 to N do

    L[i] := 1;

For  i:=2 to N do

   For  j:=1 to i-1 do

      if A[j]>=A[i]  then

       L[i]:=L[j]+1;

  IndL:=1;

For  i:=2 to N do

      if L[i] > L[IndL]  then

       IndL:=i;

                


	Задача #5. Максимальная подпоследовательность - 1

	Имя входного файла

input.txt
Имя выходного файла

output.txt
Максимальное время работы на одном тесте

2 секунды


	Для заданной числовой последовательности A[1..N] найти длину максимальной подпоследовательности в которой, каждый элемент делится нацело на все предыдущие. 

Формат входных данных
Первая строка входного файла содержит число N (1<=N<=1000). Следующие строки содержат элементы последовательности, A[i] (-100<=A[i]<=100), разделнные пробелами и/или переводами строк. 

Формат выходных данных
Выходной файл должен содержать длину искомой подпоследовательности. 

Пример входного файла
Пример выходного файла
5

5 -3 6 0 -10

3




	Задача #6. Максимальная подпоследовательность - 2

	Имя входного файла

input.txt
Имя выходного файла

output.txt
Максимальное время работы на одном тесте

2 секунды


	Для заданной последовательности трехмерных параллелепипедов найти длину максимальной подпоследовательности, каждый элемент которой содержит в себе все предыдущие. Параллелепипед может располагаться в пространстве любым из способов, при которых его ребра параллельны осям координат. Один параллелипипед вложен в другой, если их можно расположить таким образом, что размеры первого меньше либо равны соотвествующим размерам второго и при этом хотя бы один из размеров первого строго меньше соответствующего размера второго. 

Формат входных данных
Первая строка входного файла содержит число M -- количество параллелепипедов (1<=M<=100). Далее идет описание последовательности, т.е. M троек чисел xi, yi, zi (1<=xi,yi,zi<=100) 

Формат выходных данных
Выходной файл должен содержать единственное число -- искомую длину. 

Пример входного файла
Пример выходного файла
3

1 1 1 1 1 1 1 2 1

2




Вычисление элементов двумерной таблицы 

До этого были рассмотрены задачи, для которых функция в рекуррентном соотношении содержала только один аргумент, а значит, для реализации было достаточно использовать одномерные массивы. Однако достаточно часто могут использоваться функции с большим числом аргументов. 

	Пример #1. 

	
	По матрице A[1..N, 1..N] построить матрицу B[1..N, 1..N]. Элемент B[i, j] равен максимальному из элементов матрицы А, принадлежащему части, ограниченной справа диагоналями, проходящими через A[i, j] (см. таблицу). 
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	Решение задачи состоит в использовании некоторой процедуры, которая по заданным координатам (номеру строки i и номеру столбца j) элемента определяет максимальное значение элементов, расположенных в нужной части матрицы A. 

Для элементов первого столбца матрицы В справедливо соотношение B[i, 1] = A[i, 1], i = 1, ... N. Вычисление же других столбцов можно проводить следующим образом: 

B[i, j] = max(A[i, j], B[i - 1, j - 1], B[i, j - 1], B[i + 1, j - 1]).
При этом необходимо учитывать, что индексы элементов должны находится в пределах границ массива. 


	Упражнение #1. 

	
	По матрице A[1..N, 1..N] построить матрицу B[1..N, 1..N]. Элемент B[i, j] равен максимальному из элементов матрицы А, принадлежащему части, ограниченной справа диагональю, проходящими через A[i, j] (см. таблицу). 
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	Пример #2. 

	
	В таблице c N строками и M столбцами, состоящей из 0 и 1, необходимо найти квадратный блок максимального размера, состоящий из одних единиц. Под блоком понимается множество элементов соседних (подряд идущих) строк и столбцов таблицы. Интересующая нас часть показана на рис. 1. 
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Рис. 1. 



	
	Положение любого квадратного блока может быть определено его размером и положением одного из его углов. 

Пусть T(i, j) есть функция, значение которой соответствует размеру максимального квадратного блока, состоящего из одних единиц, правый нижний угол которого расположен в позиции (i, j). Функция T(i, j) вычисляет элемент таблицы B[i, j]. Для примера на рис. значения T(i, j) будут иметь вид 

i\j
1

2

3

4

5

6

1

1

1

1

1

1

1

2

0

1

2

2

0

1

3

1

1

2

3

1

1

4

1

2

0

1

2

2

5

1

0

1

1

0

1

Таким образом, наша задача свелась к вычислению максимального значения функции Т при всевозможных значениях параметров i и j. Этой функции может быть поставлена в соответствие таблица размера N*M. 

Определим сначала значения элементов таблицы В, расположенных в первой строке и в первом столбце. Получим: 

В(1, 1) = А[1, 1],
В(1, j) = А[1, j] при j2,
В(i, 1) = A[i, 1] при i2.
Эти соотношения следуют из того факта, что в этих случаях рассматриваемая область матрицы А содержит только один элемент матрицы. 

При 2iN и 2jM для этой функции можно записать следующие рекуррентные соотношения: 

B[i, j] = 0, если A[i, j] = 0 и 
B[i, j] = min{B[i - 1, j], B[i, j - 1], B[i - 1, j - 1]} + 1, если A[i, j] = 1 

Первое соотношение показывает, что размер максимального единичного блока с правым нижним углом в позиции (i, j) равен нулю в случае A[i, j] = 0. 

Убедимся в правильности второго соотношения. Действительно, величина B[i - 1, j] соответствует максимальному размеру единичного блока таблицы A с правым нижним углом в позиции (i - 1, j). Тогда размер единичного блока с правым нижним углом в позиции (i, j) не превышает величину B[i - 1, j] + 1, так как к блоку в позиции (i - 1, j) могла добавиться только одна строка. Величина B[i, j - 1] соответствует максимальному размеру единичного блока таблицы A с правым нижним углом в позиции (i, j - 1). Тогда размер единичного блока с правым нижним углом в позиции (i, j) не превышает величину B[i, j - 1] + 1, так как к блоку в позиции (i - 1, j) мог добавиться только один столбец. Величина B[i - 1, j - 1] соответствует максимальному размеру единичного блока таблицы A с правым нижним углом в позиции (i - 1, j - 1). Тогда размер единичного блока с правым нижним углом в позиции (i, j) не превышает величину B[i - 1, j - 1] + 1, так как к блоку в позиции (i - 1, j - 1) могли добавиться только одна строка и один столбец. Итак, размер единичного блока с правым нижним углом в позиции (i, j) равен min{B[i - 1, j], B[i, j - 1], B[i - 1, j - 1]} + 1. 

В[1, 1]: = A[1, 1];

For  j:=2 to 6 do

 В[1, j]: = A[1, j];

for i:= 2 to 5 do

 В[i, 1]: = A[i, 1];

for i:=2 to  5 do

   for j:=2 to 6 do

      if A[i, j]: = 1 then

       begin

          B[i, j]: = min(B[i, j - 1], B[i - 1, j]);

           B[i, j]: = min(B[i, j], B[i - 1, j - 1]) + 1

       end

     else

           B[i, j]: = 0;

                    


	Задача #1. Минимальный штраф - 1

	Имя входного файла

input.txt
Имя выходного файла

output.txt
Максимальное время работы на одном тесте

2 секунды


	Задана матрица натуральных чисел A[1..N, 1..M], m<=n. За каждый проход tчерез клетку (i, j) взимается штраф A[i, j]. Необходимо определить путь с минимальным суммарным штрафом, с которым можно пройти из клетки (1, 1) в клетку (n, m). При этом из текущей клетки можно переходить в любую из 3-х соседних клеток, стоящих в строке с номером, на 1 большим текущего номера строки. 

Формат входных данных
Первая строка входного файла содержит числа N и M (1<=N, M<=100). Следующие строки входного файла содержат N*M натуральных чисел A[i, j] (1<=A[i, j]<=100). 

Формат выходных данных
В первой строке выходного файла должен быть записан минимальный штраф. В каждой из следущих N строк должны быть записаны два по числа xi, yi -- i-ая клетка искомого пути. 

Пример входного файла
Пример выходного файла
3 2

2 1 3 4 2 3

8

1 1

2 1

3 2




	Задача #2. Минимальный штраф - 2

	Имя входного файла

input.txt
Имя выходного файла

output.txt
Максимальное время работы на одном тесте

2 секунды


	Задана матрица натуральных чисел A[1..N, 1..M]. За каждый проход через клетку (i, j) взимается штраф A[i, j]. Необходимо определить путь с минимальным суммарным штрафом, с которым можно пройти из некотрой клетки первой строки в некоторую клетку N-ой строки. При этом из текущей клетки можно переходить в любую из 3-х соседних клеток, стоящих в строке с номером, на 1 большим текущего номера строки. 

Формат входных данных
Первая строка входного файла содержит числа N и M (1<=N, M<=100). Далее идет N*M натуральных чисел A[i, j] (1<=A[i, j]<=100) 

Формат выходных данных
Первая строка выходного файла должна содержать штраф. В каждой из следующих N строк должны быть записаны два числа xi, yi -- i-ая клетка искомого пути. 

Пример входного файла
Пример выходного файла
3 2

2 1 3 4 2 3

6

1 2

2 1

3 1




Лекции по динамическому программированию и по теории графов можно найти в книге Окулова (она доступна на сайте http://www.informatics.ru) . Также в этой книге приведен список задач на эти темы. 

Для более хорошей подготовки к олимпиадам по информатике рекомендуется решать задачи, используя ниже приведенные ресурсы (приведены в порядке увеличения сложности):

http://comp-science.narod.ru – Пермские олимпиады по информатике
http://acm.mipt.ru раздел ElJudge – автоматическая тестирующая система
http://neerc.ifmo.ru/school - Всероссийские олимпиады по информатике.  
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